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Re´sume´. Nous identifions les structures dans l’espace des phases qui re´gulent la double ionisation d’atomes (ici le
magne´sium) soumis a` des impulsions laser intenses et tre`s courtes. Cette nouvelle image de la dynamique comple`te
le sce´nario de la recollision en clarifiant les roˆles distincts des e´lectrons interne et externe. Cela conduit a` des
pre´dictions sur les intensite´s caracte´ristiques du “coude” dans la probabilite´ de double ionisation en fonction de
l’intensite´ du champ laser, ce coude e´tant une marque de fabrique des processus non-se´quentiels. Nous comparons
les re´sultats obtenus pour le magne´sium avec ceux de l’he´lium.
Abstract. We identify the phase-space structures that regulate atomic double ionization in strong ultrashort
laser pulses. The emerging dynamical picture complements the recollision scenario by clarifying the distinct roles
played by the recolliding and core electrons, and leading to verifiable predictions on the characteristic features
of the “knee” in the double ionization probability versus intensity of the field, a hallmark of the nonsequential
process. We compare the results obtained for magnesium with the ones for helium.
1 Introduction
Une des surprises les plus frappantes de ces dernie`res anne´es dans l’e´tude des interactions laser-
matie`re est venue de l’e´tude de l’ionisation multiple au moyen d’imputions laser ultracourtes et intenses :
la probabilite´ de double ionisation corre´le´e (non-se´quentielle) s’est re´ve´le´e eˆtre de plusieurs ordres de
grandeur supe´rieure a` ce que de simples mode`les de´corre´le´s pre´disaient. Cette diffe´rence, se manifestant
par un “coude” dans la probabilite´ de double ionisation en fonction de l’intensite´ du champ laser, en fait
l’une des manifestations les plus importantes de la corre´lation entre e´lectrons. Le me´canisme qui rend
la corre´lation si efficace est loin d’eˆtre e´tabli. Diffe´rents sce´narios ont e´te´ propose´s pour expliquer les
me´canismes sous-jacents a` l’ionisation [1,2]. Le mode`le de la recollision [2] (dans lequel l’e´lectron qui est
le premier ionise´ est pre´cipite´ sur le noyau par le champ laser) est le plus en accord avec les re´sultats
expe´rimentaux. La figure 1 repre´sente une courbe typique de double ionisation en fonction de l’intensite´
du champ laser. Elle montre clairement un exce`s de double ionisation avant saturation par rapport a`
des pre´dictions obtenues a` partir de mode`les de´corre´le´s. Des courbes similaires ont e´te´ obtenues avec des
calculs quantiques pour diffe´rents atomes et mole´cules. Des travaux (voir par exemple [3]) montrent que
les caracte´ristiques essentielles de la double ionisation sont reproduites au moyen de calculs classiques des
trajectoires des e´lectrons. Ce succe`s a e´te´ attribue´ au roˆle pre´ponde´rant de la corre´lation, pre´sent aussi
dans le mode`le classique.
Dans une se´rie de travaux [4,5,6], nous avons comple´te´ le sce´nario bien connu de la recollision en
identifiant les structures qui organisent les proprie´te´s statistiques des trajectoires classiques telle que la
probabilite´ d’ionisation. En plus de l’image de la dynamique de l’e´lectron ionise´ donne´e par le sce´nario
de la recollision, nous connectons la dynamique de l’e´lectron reste´ au voisinage du noyau et l’e´change
d’e´nergie qui conduit a` la double ionisation avec les structures qui organisent l’espace des phases (es-
sentiellement, des orbites pe´riodiques ou des tores invariants). L’image qui en de´coule conduit a` deux
pre´dictions ve´rifiables pour les caracte´ristiques du coude repre´sente´ sur la figure 1 : l’intensite´ du laser
pour laquelle la double ionisation non-se´quentielle est maximale et celle pour laquelle la double ionisation
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Figure1. Probabilite´ de double ionisation en fonction de l’intensite´ du champ laser I pour le hamiltonien (1)
pour ω = 0.0584 a.u. (780 nm) avec a = 3 et b = 1 (magne´sium). Les lignes verticales indiquent les intensite´s
pour lesquelles notre analyse pre´dit le maximum de double ionisation non-se´quentielle (I(c), trait continu) et une
double ionisation comple`te (I(t), tirets). (Voir figure 4).
est comple`te. Ici, nous revisitons ce sce´nario de la recollision en conside´rant le cas du magne´sium et nous
comparons les re´sultats de double ionisation avec le cas de l’he´lium. En particulier, nous identifions un
me´canisme tre`s similaire pour la double ionisation non-se´quentielle et nous expliquons pourquoi le coude
du magne´sium est moins prononce´ que celui de l’he´lium.
2 Mode`le et description qualitative
Nous conside´rons le hamiltonien classique pour le mode`le de l’atome de magne´sium en utilisant un
potentiel de Coulomb re´gularise´ (aussi appele´ potentiel de Rochester). Le hamiltonien est donne´ par :
H (x, y, px, py, t) = p
2
x
2
+
p2y
2
− 2√
x2 + a2
− 2√
y2 + a2
+
1√
(x− y)2 + b2
+ (x+ y)E (t) (1)
ou` x et y sont les positions, px et py les moments canoniquement conjugue´s associe´s a` chaque e´lectron.
L’e´nergie est initialement fixe´e a` l’e´tat fondamental Eg = −0.83. Les parame`tres a et b du hamiltonien (1)
sont choisis de la fac¸on suivante : a est choisi de telle sorte qu’il n’y ait aucune double ionisation spontane´e
sur la surface d’e´nergie conside´re´e, et b est choisi assez petit afin de fournir suffisamment d’e´nergie lors
d’une recollision. Une borne minimale de a est −2/Eg. Pour le magne´sium, on choisit a = 3 et b = 1 (nous
rappelons que pour l’he´lium, nous avions choisi a = 1 et b = 1). Le laser d’amplitude maximale E0 et
de fre´quence ω = 0.0584 (correspondant a` une longueur d’onde de 780nm) est module´ par une enveloppe
f(t), i.e. E (t) = E0f (t) sinωt. L’enveloppe du champ est un trape´zo¨ıde compose´ de deux cycles laser
de monte´e, quatre cycles pour le plateau et deux cycles pour la descente. Une e´tude qualitative de la
dynamique re´ve`le deux chemins distincts pour la double ionisation : la double ionisation non-se´quentielle
dans laquelle les deux e´lectrons quittent la re´gion du noyau au meˆme moment, et la double ionisation
se´quentielle dans laquelle les deux e´lectrons sont ionise´s a` des instants diffe´rents.
Afin de comprendre les me´canismes sous-jacents, nous commenc¸ons par analyser la dynamique du
hamiltonien (1) sans le champ laser (E0 = 0). L’utilisation des proprie´te´s de stabilite´ line´aire tels que
celles donne´es par les indicateurs de Lyapunov en temps fini re´ve`le que la dynamique sur tout l’espace
admissible est relativement re´gulie`re. Pour mieux visualiser cela, nous conside´rons des sections de Poincare´
(d’e´quation py = 0), telles que repre´sente´es sur la figure 2. On remarque alors que presque l’inte´gralite´
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de l’espace des phases accessible est recouvert par des tores invariants et que les re´gions chaotiques entre
les tores de diffe´rentes espe`ces sont tre`s fines (contrairement a` ce que l’on avait observe´ pour l’he´lium ou`
la mer chaotique recouvre tout l’espace admissible).
Sans le champ, l’analyse des trajectoires re´ve`le e´galement un mouvement d’ensemble relatif des
e´lectrons, i.e. la quantite´ x − y varie peu au cours du temps et les deux e´lectrons (de chaque coˆte´
du noyau) “vibrent”, dans un mouvement presque solide, d’un coˆte´ vers l’autre. On peut alors conside´rer
un mode`le re´duit dans lequel on fixe la distance inter-e´lectronique. Ce mode`le est a` un degre´ de liberte´
(et donc inte´grable) et l’espace des phases est recouvert par des orbites pe´riodiques. Le syste`me complet
est une de´formation du syste`me re´duit, ce qui explique la persistance de structures re´gulie`res pour le
magne´sium. Cette quasi-conservation de la distance inter-e´lectronique implique qu’a` tout instant, si l’un
des e´lectrons est proche du noyau, l’autre s’en trouve alors e´loigne´. Cela permet de de´finir, meˆme en
l’absence du champ laser, un e´lectron interne et un e´lectron externe.
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Figure2. Sections de Poincare´ pour le hamiltonien (1) sans le champ (E0 = 0) avec a = 3 et b = 1 pour la
section d’e´quation py = 0, dans le plan (x, px) sur le panneau de gauche et le plan (x, y) sur le panneau de droite.
Le panneau inte´rieur repre´sente quelques orbites pe´riodiques qui recouvrent l’espace des phases du mode`le re´duit
associe´ a` une distance inter-e´lectronique fixe.
3 Ionisation simple
Lorsque le champ est allume´, l’e´lectron externe est attrape´ et envoye´ loin du noyau. Par conse´quent,
son hamiltonien effectif est :
H1 = p
2
x
2
+ xE0f (t) sinωt. (2)
On remarque que l’on peut e´crire facilement les expressions des trajectoires associe´es au hamiltonien (2).
Les solutions sont compose´es d’une de´rive line´aire module´e par l’action du champ [voir la figure 3].
Pour l’e´lectron interne, le hamiltonien effectif regroupe les interactions avec le noyau et le champ
laser :
H2 =
p2y
2
− 2√
y2 + a2
+ yE0 sinωt. (3)
En l’absence de champ (E0 = 0), H2 est inte´grable et l’e´lectron interne est confine´ sur une orbite
pe´riodique. Puisqu’il est proche du noyau, sa pe´riode est approximativement pia3/2
√
2 ≈ 23 obtenue a`
partir d’une approximation harmonique (ce comportement est observe´ sur la figure 3).
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Figure3. Trajectoire typique de double ionisation non-se´quentielle pour le hamiltonien (1) avec a = 3 et b = 1
pour une intensite´ I = 5×1013 W ·cm−2 avec des conditions initiales choisies sur la surface d’e´nergie associe´e avec
l’e´tat fondamental du magne´sium. Les deux positions [x trait continu et y tirets] sont repre´sente´es en fonction du
temps (exprime´ en cycles laser). On observe alors les comportements caracte´ristique pour les e´lectrons internes
et externes, comme pre´dits par les hamiltoniens effectifs (2) et (3).
4 Double Ionisation Se´quentielle (SDI)
Une fois que l’un des e´lectrons est ionise´ (ge´ne´ralement pendant la monte´e du champ), l’autre e´lectron
est laisse´ sous l’influence du noyau et du champ. Son hamiltonien effectif est alors donne´ par H2. Sur la
figure 4, on repre´sente une carte de l’excursion de l’e´lectron apre`s deux cycles laser ainsi que des sections
de Poincare´. Deux re´gions distinctes apparaissent alors clairement. La premie`re, la re´gion interne, est
compose´e de tores invariants qui sont de petites de´formations de ceux obtenus sans le champ pour H2.
Cette re´gion elliptique est organise´e autour d’une orbite pe´riodique (elliptique) principale qui a la meˆme
pe´riode que le champ 2pi/ω ≈ 107.6 a.u. Dans cette re´gion, les e´lectrons sont presque insensibles au champ
et ne ionisent pas. La seconde re´gion est celle exte´rieure dans laquelle les e´lectrons ionisent rapidement
(c’est la re´gion ou` le champ l’emporte sur le potentiel d’interaction avec le noyau). Cela correspond a`
des trajectoires qui double-ionisent se´quentiellement. Au contact de ces deux re´gions, une toute petite
interaction (avec l’e´lectron externe par exemple) peut de´placer l’e´lectron interne d’un tore invariant situe´
pre`s du bord de l’ˆılot elliptique jusque dans la re´gion externe ou` il ionise rapidement.
Si l’intensite´ du laser I est trop faible, alors l’espace des phases est recouvert par des tores invariants
et aucune double ionisation se´quentielle n’est possible. La probabilite´ de double ionisation se´quentielle
de´pend donc de la taille de la re´gion re´gulie`re autour de l’orbite pe´riodique, et donc de I (compare´e
a` la taille caracte´ristique de la distribution initiale). Nous avons suivi nume´riquement la position et la
stabilite´ de cette orbite pe´riodique pour ω = 0.0584. Tant qu’elle existe, cette orbite reste elliptique pour
toutes les intensite´s que nous avons regarde´es. Avec un dessin stroboscopique (de fre´quence ω) l’orbite
pe´riodique se trouve proche de py ≈ 0. Sur la figure 4, nous repre´sentons le moment de l’orbite pe´riodique
sur le dessin stroboscopique en fonction de I. On remarque que pour des intensite´s plus grandes que
I(t) ≈ 2 × 1014 W · cm−2, l’orbite pe´riodique a disparu ainsi que l’ˆılot elliptique. Par conse´quent, on
s’attend a` ce que la probabilite´ de double ionisation se´quentielle soit e´gale a` 1 pour des intensite´s plus
grandes que I(t). La localisation du maximum du potentiel pour le hamiltonien (3) pre´dit que cette
intensite´ I(t) est approximativement inde´pendante de ω. On trouve une amplitude correspondante qui est
approximativement e´gale a` 4/(3a2
√
3). On remarque donc que l’intensite´ correspondante de´croˆıt comme
1/a4. Pour le magne´sium, cette intensite´ est de 2.6× 1014W · cm−2 (en bon accord avec la valeur donne´e
par la localisation de l’orbite pe´riodique), a` comparer avec 2 × 1016W · cm−2 pour l’he´lium, donc une
e´nergie de saturation de la double ionisation de deux ordres de grandeur plus faible que pour l’he´lium.
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Figure4. Panneau de gauche : Carte de position y (t) pour t = 215.2 a.u. (2 cycles laser), pour le hamiltonien (3)
avec a = 3 pour I = 1014 W · cm−2. Sections de Poincare´ (dessin stroboscopique) pour des trajectoires choisies
dans la re´gion elliptique. Le code couleur utilise´ est en e´chelle logarithmique. Panneau de droite : Moment py
de l’orbite pe´riodique centrale (sur la section de Poincare´) pour le hamiltonien (3) en fonction de l’intensite´ du
champ laser. La ligne verticale en tirets indique l’intensite´ I(t) ≈ 2 × 1014 W · cm−2 telle que pour I ≥ I(t)
une double ionisation se´quentielle comple`te est attendue. Le panneau inte´rieur repre´sente une projection de cette
orbite pe´riodique pour I = 1.7× 1014 W · cm−2 dans le plan (y, py).
Ces re´sultats sont en bon accord avec la simulation d’un ensemble de trajectoires et aussi en tre`s bon
accord avec les re´sultats expe´rimentaux [7].
5 Double ionisation non-se´quentielle
Comme on l’a remarque´ plus toˆt, lorsque le champ est allume´, son action est concentre´e principale-
ment sur un e´lectron, l’e´lectron externe. Le champ pilote l’e´lectron externe loin du noyau, laissant ainsi
l’e´lectron interne presque non affecte´ par le champ puisque sa position reste petite. Avec le processus
de recollision [1], l’e´lectron externe peut revenir proche du noyau pendant le plateau du champ laser, si
son amplitude n’est pas trop grande. Dans ce cas, l’e´lectron externe transfert une partie de son e´nergie
a` l’e´lectron interne par le biais de l’interaction e´lectron-e´lectron. A partir de la` plusieurs sce´narios sont
possibles : Si l’e´nergie que l’e´lectron externe a communique´e a` l’e´lectron interne est suffisante pour lui
permettre de s’e´chapper de la re´gion re´gulie`re (comme dans la figure 3) alors les deux e´lectrons peuvent
ioniser ensemble. Si l’e´nergie n’est pas suffisante, alors l’e´lectron interne reste confine´ pre`s du noyau. Si
l’e´nergie ce´de´e a` l’e´lectron interne est trop grande alors on a un e´change des roˆles des e´lectrons interne et
externe. L’e´nergie maximale Ex que l’e´lectron externe gagne lorsqu’il retourne a` la re´gion interne (apre`s
avoir ionise´ avec un moment proche de ze´ro) est obtenue a` partir du hamiltonien (2) : Ex = κUp ou`
Up = E
2
0/(4ω
2) est l’e´nergie ponde´romotrice et κ ≈ 3.17 [1]. Nous comple´tons le sce´nario de la recollision
(qui se concentre sur l’e´lectron externe) en fournissant la dynamique de l’e´lectron interne qui contribue a`
la recollision : Pour ioniser l’e´lectron interne, l’e´nergie fournie par l’e´lectron externe doit eˆtre de l’ordre
de grandeur de la diffe´rence d’e´nergie entre l’orbite la plus interne (y = 0) et celle a` la limite de la re´gion
elliptique (y = ym) pour le hamiltonien H2 (voir figure 4) qui est e´gale a` :
∆Ey = 2
a
− 2√
y2m + a
2
(4)
Une bonne approximation de ym est donne´e par la valeur pour laquelle le potentiel pre´sente un maximum
local, i.e. E0 = 2ym/
(
y2m + a
2
)3/2
. La relation de partage e´quitable qui lie le mode`le classique de l’e´lectron
externe x a` celui de l’e´lectron interne y :
∆Ey = Ex
2
=
κ
2ω2
y2m
(y2m + a
2)
3 (5)
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qui de´finit (a` travers une e´quation implicite) la valeur attendue du champ E
(c)
0 pour laquelle on re´alise
le maximum de double ionisation non-se´quentielle puisque cela de´crit le cas ou` chaque e´lectron externe
rame`ne assez d’e´nergie cine´tique pour ioniser un e´lectron interne (meˆme dans la configuration la plus
stable pour l’e´lectron interne) tout en restant lui meˆme ionise´. Toutefois, remplir cette condition ne
garantit pas la double ionisation non-se´quentielle : le re´sultat final de´pend du nombre et de l’efficacite´
des recollisions. Pour ω = 0.0584, la valeur pre´vue par l’e´quation (5) pour l’amplitude du champ E
(c)
0
correspond a` une intensite´ I(c) = 9.59 × 1013 W · cm−2 et se trouve eˆtre en tre`s bon accord avec la
simulation repre´sente´e sur la figure 1. Un de´veloppement de E
(c)
0 obtenu a` partir des e´quations (4) et (5)
donne :
E
(c)
0 =
4ω√
κa
−
(
2ω√
κ
)3/2
a1/4 +O
(
4ω2
κ
)
, (6)
pour ω assez petit. A l’ordre dominant, l’intensite´ varie comme ω2. Il est aussi inte´ressant de noter que
cette intensite´ de´croˆıt avec a (avec un rapport 1/a), ce qui explique que le maximum de double ionisation
se´quentielle est observe´ a` une intensite´ plus faible pour le magne´sium que pour l’he´lium. Pour ω = 0.0584,
l’intensite´ donne´e par l’e´quation (6) est 1014 W · cm−2 ce qui est tre`s proche de la valeur calcule´e pour
I(c). Lorsque l’amplitude E0 du champ est trop petite, alors l’e´lectron externe ne peut pas acque´rir assez
d’e´nergie pour ioniser l’e´lectron interne. Lorsque le champ E0 est trop grand alors l’e´lectron externe ne
recollisionne pas avec l’e´lectron interne puisqu’il quitte la re´gion d’interaction presque line´airement. Ces
deux limites expliquent les composantes asymptotiques de la courbe de double ionisation non-se´quentielle.
Une analyse plus pousse´e, en particulier celle du processus de recollision, permet de de´duire une forme
en cloche pour cette probabilite´ de double ionisation [6]. Ceci, mis en commun avec la courbe monotone
de probabilite´ de double ionisation se´quentielle explique la forme du coude dans la probabilite´ totale de
double ionisation.
Pour comparer la forme du coude du magne´sium avec celle de l’he´lium, on regarde les variations des
deux intensite´s caracte´ristiques I(c) et I(t) avec a. On rappelle que I(c) de´croˆıt comme 1/a alors que I(t)
de´croˆıt beaucoup plus vite en 1/a4. La conse´quence est que le pic de double ionisation non-se´quentielle
se rapproche du pic de double ionisation se´quentielle lorsqu’on augmente a. Ce qui a pour conse´quence
d’avoir un coude moins marque´ pour le magne´sium que pour l’he´lium.
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